Frekventne metode analize SAU

Frekventne metode analize sistema automatskog upravljanja

Pored odskoCne pobude pri ispitivanju linearnih sistema automatskog upravljanja se Cesto
primenjuje i prostoperiodi¢na, odnosno sinusna pobuda. U okviru frekventnih metoda se
analizira odziv sistema u stacionarnom stanju na prostoperiodi¢nu pobudu. U okviru
funkcije prenosa SAU G(s), promenljiva s se menja kompleksnom u€estanoscu jw, tako da
se analizira funkcija prenosa sistema u frekventnom domenu G(jw), gde je w promenljiva
ucCestanost pobudnog signala.

SAU cija je funkcija prenosa G(s) se pobuduje sinusnim signalom
u(t)=Ausin(ot+4,)=A.e“** Odziv sistema Y(s) je:
Y (s)=G(s)U(s). (1)
U vremenskom domenu je odziv y(f), nakon primene konvolucije:
t

y(t)=2"{G(s)U(s)}= f g(r)u(t-r)dr= f Ase (oo g(rdt,  (2)

0
gde je g(t)=-"{G(s)} jediniéni impulsni odziv sistema. Posto je za t<r h(t-7)=0,

podintegralna funkcija se moze pomnoziti sa h(t-z) a granice integrala proSiriti, tako da je:

j(o(t-1)+
v = | Al T g (3)
0
Posto za svaku funkciju (signal) vazi f(t-7)=0 za t<rz, y(t) se moze napisati kao:
(e8]
o(t-1)+ j(ot+ -jot
y(t) = f Aue d)u)g(t)dt =AueJ( o) f gy, (4)
0
Posto je i g(7)=0 za 7<0 granice mtegrala se mogu prosiriti pa je:
o0
j(ot+ -jot
y(t) = AueJ( b f o' g(t)dr, (4)
-00
gde je:
o0
. f -jot
G(jo)= Je  g(r)dr, (5)
-00

prema definiciji Fourier-ove transformacije G(jw) funkcija prenosa sistema u frekventnom
domenu. Smenom izraza (5) u (4) sledi:

v = A Gl (6)
G(jo) se, kao i bilo koji drugi kompleksan broj, moze predstaviti u eksponencijalnom obliku:
JArg{G(jo)}
G(jo) = |G(jo)| € ; (7)
gde je:
1GGo)| = VRe2(G(0)} + IMP{G(o)}, (8)
Arg{G(jo)} = arctg %%(JJ%% (9)

Sada se izraz za odziv y(t) moze napisati u obliku:
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vy = A (10)
Na osnovu izraza (6),(7) i (10) se vidi da je:

A= 6Go)], (1)

¢ — du = Arg{G(jo)}. (12)

Prethodni izrazi pokazuju da linearan sistem pobuden prostoperiodicnom pobudom, u
stacionarnom stanju daje prostperiodi€an odziv iste u€estanosti kao pobudni signal, ali sa
promenjenom amplitudom i faznim pomerajem. Odnos amplituda ulaznog i izlaznog
signala je jednak modulu funkcije prenosa sistema za razmatranu u€estanost o, a fazni
pomeraj izlaznog u odnosu na ulazni signal je jednak argumentu funkcije prenosa za
razmatranu uCestanost w. Za razliCite @ ¢e poja¢anje i fazni pomeraj signala pri prolasku
kroz sistem biti razli€ito, odnosno za razliCite @ ¢e vrednosti |G(jw)| i Arg{G(jw)} biti
razliite. Promena G(jw) pri promeni o od -co do « se moze predstaviti graficki, i ta kriva se
naziva amplitudno fazna frekventna karakteristika (ili samo frekventna karakteristika,
AFFK) sistema’. Frekventna karakteristika sistema se crta u kompleksnoj ravni promenljive
G(jm). Jedan nacin je da se za nekoliko vrednosti @ na intervalu [0, ) sraCuna vrednost Re
i Imdela G(jo) ili |G(jw)| | Arg{G(jw)}, te taCke se unesu u koordinatni sistem na Cijoj se
apscisi nanosi vrednost za Re{G(jw)} a na ordinati za Im{G(jw)}, taCke se spoje, kriva se
orijentiSe u smeru porasta frekvencije @i dobija se traZzena frekventna karakteristika. Ovaj
nacin se retko primenjuje jer je nepraktiCan (potrebno je sraCunavanje vrednosti
kompleksne funkcije u veéem broju tacaka) i postoji realna $ansa da se neke vazne
(karakteristiCne) taCke izostave (kao Sto su preseci sa Re i Im osom), a upotrebna
vrednost precizno nacrtanog dijagrama nije zna¢ajno veca od priblizne skice. |z navedenih
razloga se najceS¢e AFFK sistema samo skicira i to na taj nacin da se odrede pocetaKk i
kraj krive (G(jw) za @=0 i w—») i taCke preseka krive sa Re i Im osom, spajanjem
dobijenih ta¢aka u smeru porasta frekvencije o, dobija se skica AFFK koja nosi dovoljnu
koli€inu informacija za njenu najceS¢u primenu, a to je analiza stabilnosti sistema. Valja
napomenuti, Sta u stvari AFFK predstavlja fizicki? Svaka taCka na AFFK odgovara tac¢no
jednoj frekvenciji w sa intervala [0, «). Udaljenost te tacke od koordinatnog pocetka jeste
|G(jw)|, to jest odnos amplituda izlaznog i ulaznog signala. Ugao koji zaklapa vektor
povucen iz koordinatnog poCetka u tu tacku sa pozitivnim smerom Re ose jeste Arg{G(jw)},
to jest fazni pomeraj izlaznog u odnosu na ulazni signal. Teoretski, sa AFFK je moguce za
proizvoljnu frekvenciju wy oCitati kolika ¢e biti promena amplitude i fazni pomeraj
(kadnjenje) tog signala pri prolasku kroz razmatrani sistem. Prakti¢no, veoma je teSko (ako
ne i nemoguce) ocitati navedene podatke sa AFFK jer se za veée vrednosti frekvencije
tacke zgusnjavaju, a osim toga, frekvencija w se pojavljuje kao parametar AFFK i teSko je
na crtezu fiksirati taCku koja odgovara tac¢no odredenoj frekvenciji wx. Za ocitavanje
navedenih podataka prakti¢no se koriste mnogo podesniji Bodeovi dijagrami, o kojima ¢e
kasnije biti reci.

" Formalno bi bilo ispravno da se posmatraju frekvencije -co<w<w, ali ée se u daljem razmatranju posmatrati
samo frekvencije 0<w<o. Za to postoje slededi razlozi:

za negativne frekvencije se dobija kriva koja je simetrina u odnosu na realnu osu sa krivom za pozitivhe
frekvencije; ta kriva ne sadrzi nikakvu novu informaciju pa je samim tim nepotrebna;

nema fizickog smisla definisanje negativnih frekvencija (osim ako se eksplicitno ne radi i smerovima
obrtanja).
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Primer 1: Formirati frekventnu karakteristiku RC filtera prikazanog na slici 1.1.

+o—NN\N\——F—o +

R —_—
U.(s) C___ Uys)
- O QO -
Slika 1.1
ReSenje: Funkcija prenosa filtera je:
_Ux(s) __ 1
G(8) ="Uj(s) ~ RCs+1" (1.1)
odnosno u frekventhom domenu je:
_ 1 1
Gljo) = joRC+1 o .’ (1.2)
o1
1
gde je 1 = RLC Nakon racionalizacije, izraz (1.2) postaje:
o
. 1 . 01
G(jo) = 5~ 5 (1.3)
Q) ()
(o) o)
(O] 1
odakle je:
. 1
IG(jw)| = (1.4)

fef
Arg{G(jo)} = - arctg(@%). (1.5)

Sada je moguce u nekoliko taCaka sraCunati vrednosti G(jw), Sto je prikazano sledecom
tabelom:

o | Re{G(jo)} | IM{G(jo)} | [C(jo)| | Arg{G(jo)}

0 1 0 1 0

0.101 | 0.99 0.1 0.995 -5.7°

0.5w1 0.8 0.5 0.894 | -26.6°
o1 0.5 0.5 0.707 45°

10w,| 1107 0.1 0.1 -84.3°

1000, | 1107 110% | 0.01 -89.4°
0 0 0 0 -90°

Na osnovu podataka iz tabele se moze skicirati AFFK filtera, i ona je prikazanana slici 1.2.
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=00 /0)=0
450 > .
Re{G(jw)}
€]
(D=(D1
Slika 1.2

Primer 2. Skicirati AFFK sistema opisanog funkcijom prenosa G(s) =s(s—,T<+1)’ gdesuKiT

realni, pozitivni parametri.

Resenje: Smenom s=jw se prelazi u frekventni domen, gde je funkcija prenosa:

L K K Kco T . Ko
Glo) = j(D(J(DT+1) jo-0’T ~o’+e'T?’ VoZ + o' T (2.1)
Moduo i argument funkcije G(jw) su:
G — , 2.2
G0)l = 77— (2.2)
o 1
d(w) = Arg{G(jo)} = - arctg(_m.l.j. (2.3)

Na osnovu izraza (2.1) do (2.3) moze se formirati tabela 2.1, a na osnovu podataka iz
tabele skicira se trazena AFFK (slika 2.1):

o | Re{G(jw)} | IM{G(jo)} | |G(jo)| | Arg{G(jw)}
0 -KT 0 0 -90°
1 4KT 8KT 4KT -117°
2T ) -5 \/5
1] KT KT | KT | -135°
T T2 T2 \/E
0 0 0 0 -180°
Tabela 2.1
HNM{G(jo)}
W=00
// 1359 Re{G(jo)}
N—
o=1/T L7|G|
A
o—>0
Slika 2.1
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Nacin formiranja AFFK mozZze biti razli€it, ali dobijena kriva je jedinstvena za jedan sistem.
Ograni€enja ovako formirane AFFK su o€igledna. Pri ubacivanju u sistem novih elemenata
moraju se ponovo preracunati vrednosti iz tabele zbog uticaja novo dodatih nula i polova,
Sto je zamoran posao. Dalje, na slici se vidi ukupan uticaj svih polova i nula sistema a ne
pojedinacan, §to je nepovoljna €injenica jer nisu svi polovi i nule u sistemu podjednako
vazni i uticajni (setite se priCe o dominatnim polovima). 1z tog razloga dobro bi bilo
frekventnu karakteristiku sistema predstaviti na drugaciji nacin.

Prvo se razdvajaju amplitudna i fazna frekventna karakteristika, odnosno na jednom
dijagramu se crta zavisnost |G(jw)| od promenljive frekvencije o, a na drugom zavisnost
Arg{G(jw)} od . Na taj nacin se dobijaju dva dijagrama sa kojih se direktno ocCitava
vrednost modula i faze funkcije prenosa sistema za odredenu frekvenciju ®. Drugo, radi
proSirenja intervala frekvencija koje se razmatraju uvodi se logaritamska podela na
apscisi, tako da se umesto w,a osi nezavisno promenljive prikazuje logsow. Na taj nacin je
moguée prikazati opseg od vrlo niskih (10°rad/sec) do vrlo visokih (10°rad/sec)
uCestanosti bez gubitka preciznosti crteza. Trece, radi dobijanja deo po deo linearne
amplitudne karakteristike pogodno je i amplitudnu karakteristiku |G(jw)| predstaviti pomocu
logaritma osnove 10 (kao $to je usvojeno predstavljanje w preko njenog logaritma), tako
da se sada |G(jw)| izrazava u decibelima (db) i prema definiciji je:

|G(jo)|db = 20 log1o|G(jo)|. (13)
Ako se frekventna karakteristika sistema formira na gore objasnjen nacin dobijaju se dva

grafikona koji se nazivaju Bodeovi dijagrami. Njihov prakti¢ni znac€aj i primenljivost je
veoma velika, a nacin formiranja se vidi iz sledeéeg primera.

Primer 3. Formirati Bodeove dijagrame za RC filter iz primera 1.

Resenje: Funkcija prenosa sistema, u frekventnom domenu, je:

L 1 1
Glo) =joRCH = joT+1"
gde je T=RC (vremenska konstanta sistema). Moduo i argument G(jw) su:
1

G(jo)| = —T7—, 3.2
|G(jw)l m (3.2)

(3.1)

Arg{G(jo)} = - arctg(wT). (3.3)
Ako se |G(jw)| izrazi u decibelima, izraz (3.2) postaje:

|G(jo)|ap = 20 log — 1. 10 log (1 + (mT)z). (3.4)

1+ (0T)2

|z izraza (3.4) se vidi da je za male frekvencije w<<1/T (©T<<17):

|G(jo)|ab = -10log1 = 0db; ©<<1/T, (3.5)
odnosno da je za velike frekvencije @>>1/T (oT>>1):

|G(j®)|gp = -20logoT; ®>>1/T, (3.6)
adaje za w=1/T (oT=1):

|G(jo)|gp = -10log2 = -3.01db; ©=1/T. (3.7)

Amplitudna (3.4) i fazna (3.3) karakteristika si predstavljene Bodeovim dijagramom na slici

3.1. Daljim posmatranjem izraza (3.4) do (3.6) mogu se uvesti sledece pretpostavke:

e neka je za svako w<7/T ispunjen uslov da je @<<7/T , odnosno da je |G(jw)|a = 0db;

e neka je za svako w>1/T ispunjen uslov da je >>1/T , odnosno da je |G(jw)|a = -
20logwTdb.
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Uz uvazavanje prethodnih pretpostavki, i uz €injenicu da je na apscisi logaritamska podela
(log1ow) vidi se da kompletna amplitudna karakteristika moze biti aproksimirana sa dva
linearna segmenta. Jednim horizontalnim, koji ima vrednost 0db i odgovara frekvencijama
O0<w<1/T, i drugim kosim, vrednosti —20logwT, koji odgovara frekvencijama 1/T<w<co.
Presek ova dva segmenta se nalazi u tacki koja odgovara frekvenciji ®=1/T, i ta se
frekvencija naziva prelomna ili ugaona ucestanost. Ako se amplitudna karakteristika
zameni aproksimacijom na gore navedeni nacin dobija se asimptotska amplitudna
karakteristika koja se ¢eSce koristi, ali je i manje precizna (greSka u prelomnoj u¢estanosti
je, prema prethodnoj analizi oko 3db). Asimptotska karakteristika je prikazana zajedno sa
realnom logaritamskom na amplitudnom dijagramu (slika 3.1).

Koliki je nagib "kosog" dela asimptotske amplitudne karakteristike? Posmatra se |G(jo)|ab
na frekvencijama w; i wy, koje su vece od 1/T. MozZe se napisati:

|G(jO)1)|db - |G(j(02)|db = -20|Og((1)1T) - (-20|09(0)2T)) = -20log 2_; (38)

Ako je frekvencija ws deset puta veca od w, (w,=710w¢) one tada Cine dekadu, a iz izraza
(3.8) sledi:

, , 1
|G(J(D1)|db - |G(J(02)|db = -20log ﬁ = 20db, (39)

odnosno, ako frekvencija o poraste deset puta, amplitudna karakteristika opadne za 20db,
pa je nagib tog dela karakteristika —20db/dekadi. U literaturi se susrece jo$ i pojam oktave.
Oktavu Cine frekvencije koje se nalaze na intervalu izmedu w; i @2 , gde je w>=2w¢. Ako se
u izraz (3.8) unesu grani¢ne vrednosti oktave dobija se:

. . 1
IG(jo1)lab - |G(jeo2)la = -20l0g 5 = 6.02db, (3.10)

pa je nagib kosog dela karakteristike je priblizno —6db/oktavi. Naravno, vidi se da je nagib
—20db/dekadi isto Sto i —6db/oktavi.

Q
©
=z
=
Q
[@)]
kel
o
N
I T I I I
| [ | | |
—_ | [ | | |
c - | | |
(] | | | | | |
Q | | | | |
9 | | | | |
%) | [ | |
- | [ | | |
Z : o l l
g R e
< | o | |
< T T | 1 (I B I T T | I
| | | | [ N | | | | [
| | | | [ N | | | | [
-100 ! | ! ! | I | | | | | [ R
10" 10° 10
wT
Slika 3.1
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Osnovna prednost logaritamskih dijagrama je to, $to se multiplikativni elementi, kao $to je
npr (1+jmt) pretvaraju u aditivne tipa 20log|1+jwt|. Drugim re€ima, mnozenje se pretvara u
sabiranje $to olak8ava formiranje karakteristika i analizu sistema. Ovo se moZe ilustrovati
sledec¢im primerom. Posmatra se funkcija prenosa sistema:

Q
Kb H(1+j0)Ti)
Gljo) = = , (14)
M 2
o By [T e

koja sadrzi Q nula, N polova u koordinatnom poc¢etku, M polova na realnoj osi i R parova
konjugovano kompleksnih polova. Izraz za logaritamsku amplitudnu karakteristiku je:

Q M
20l0g|G(jo)| = |G(jo)|s = 20logKs + 20 Y log|1+joTi| - 20log|(jo)V| - 20 Ylog|1+joTm| -
i=1 m=1
R
; 202|og 1+(3E~'K o + (J%ﬂ (15)
M®n Mn
k=1

tako da se Bodeov dijagram moze formirati jednostavno dodavanjem jednog po jednog
elementa na crtez.

|zraz za formiranje fazne karakteristike glasi

R
Q M
d(w) = Yarctg(oT;) - N-90° - D arctg(wTm) - E arctg(g%m} (16)
i=1 m=1 Onk = ©

k=1
tako da se i fazna karakteristika jednostavno formira dodavanjem fazne karakteristike
svakog pojedinacnog elementa na crtez.

Na osnovu izraza (14)-(16) se vidi da se u okviru funkcije prenosa sistema mogu pojaviti
Cetiri razliCita elementa:

1. Konstantno pojacanje (£Ky);

2. Pol (ili nula) u koordinatnom pocetku (jo);

3. Pol (ili nula) na realnoj osi (1+jwT);

: : . . 28 )2
4. Par konjugovano kompleksnih polova (ili nula) [ 1 +j o @ + (J w—j .
n n

Za svaki od navedenih elemenata ¢e biti nacrtani karakteristicni logaritamski amplitudni i



Ocitavanje konstanti greske sa Bodeovih dijagrama.

Prema definiciji, konstante greske su

Kp = limw(s)
s—0

Kv = limsw(s)
s—0

Ka = lims?w(s)
s—0

Ako se kompleksna promenljiva s zameni frekvencijom o, vidi se da ¢e za odredivanje
konstante greske biti potrebno posmatrati Bodeove dijagrame na jako niskim
uCestanostima w—0. Ove niske uCestanosti odgovaraju po¢etnom segmentima Bodeovih
dijagrama. Posto je funkcija prenosa sistema pripremljena za crtanje Bodeovih dijagrama
normalizovana za nju vazi

Kp = limw(o)= lim K 2le) K; ako je red astatizma r=0;

o—0 ®—0 Qo)

Kv = lim joW(jw) = lim K L) K: ako je red astatizma r=1;
®—0 o—0 joQ(jo)

Ka = lim (jo)’W(je) = lim K JPZJQL = K; ako je red astatizma r=2.
®—0 o—0 (0)" Qo)

Iz prethodnog izlaganja se vidi da je konstanta greSke uvek jednaka Bodeovom pojacanju
normalizovane funkcije prenosa sistema u frekventnom domenu. Sada se postavlja pitanje
kako se ova vrednost ocitava sa dijagrama? Prvo se nacrta dijagram i odredi red astatizma
sistema. Na osnovu pocCetnog segmenta dijagrama se oc€itava vrednost konstante greske,
na sledeci nacin.

1. Konstanta polozaja Kp
PocCetni segment amplitudne karakteristike sistema bez astatizma (r=0) je 20logK, i to je
upravo vrednost Kp izrazena u decibelima (slika 12).
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slabljenje,db
(o]
(=]
-5
o
j
h=]
7
E1g
['=]

Slika 12

2. Brzinska konstanta Kv

Pocetni segment amplitudne karakteristike sistema sa astatizmom prvog reda (r=1) je
20logK-20logw. Resavanjem jednacine 20logK-20logn=0 se dobija da je K=w. To znaci da
je brzinska konstanta jednaka vrednosti frekvencije o za koju pocetni segment Bodeovog
amplitudnog dijagrama secCe apscisu. Sa dijagrama se ova vrednost oCitava tako da se

prvi segment karakteristike produzi do preseka sa w-osom i oCita se vrednost presecne
tacke, kako je prikazano na slici 13.

N (a) (b)
L
- ! 0ot
- o
2 -20db/dec @
i [=
z WKy 3 20i0g K
3 - 5 og Ky
o = o
P _(i_l_ Ei@ I
I w (log)
= &
H K \ o= KV
>1 \
KV-:] \\ L N\

Slika 13

2. Konstanta ubrzanja Ka

Pocetni segment amplitudne karakteristike sistema sa astatizmom drugog reda (r=2) je
20logK-40logw. Re$avanjem jednacine 20logK-40logm=0 se dobija da je K=»?. To znagdi
da je brzinska konstanta jednaka kvadratu vrednosti frekvencije o za koju po¢etni segment
Bodeovog amplitudnog dijagrama secCe apscisu. Sa dijagrama se ova vrednost ocitava
tako da se prvi segment karakteristike produZi do preseka sa ®w-osom, oCita se vrednost
presecne tacke i izracuna vrednost njenog kvadrata, kako je prikazano na slici 14.

il (at
o o (b)
°© ~40db
o -40db/dec - dbides
C =
_g_, é)h.l: Ka _% m:VKa
5 , 5
@ L w=1_(log) T S wil  (log)
t w i i W
\\

Al \\

\

\ \

Slika 14
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Primer 5. Posmatra se frekventna funkcija prenosa

W) = 4 (1+0.5/0) _ 4 (1 “J%
jo (1+2j0) [(0.125/0)2+(0.05/0) +1] (1 %%j [(isﬂjﬂ(iz%j +1}

Konstruisati asimptotsku amplitudnu i faznu logaritamsku karakteristiku.
Resenije.

L0 ~
3 \ (1+0,5 jw)
20 /4_3
~40db/dec 4= ™ 20db/gec
- - - 7" ~ <-=20db/dec ;
0 ) (‘*0-05@*{0,125@:’
-20 . — \
log. d.ijagrarn slabljenja -20db/dec \ \-I-Odb!dec
a) asimptotski -
b) tacan
..‘!.0 »
60db/dec
-60 1 L4 aoaas 1 T AR I ] L1
0,1 1 ' ’ 10 ——— w(log) 100
Sl. 8.7. Log dijagrami slabljenja funkcije (8.41)
90 I P
(1+05jw) -
-— L - -
VN — === _
I - L _‘/" o ) . \‘\ ]
L R S | 14005)w+(0125w)?
12 jw 05 Teee L ‘\9 S
P o T o T U U R — _.__,.___*_____.,__._—..-_...._ — - ———— — — ——
90 + s B ‘\ N

-180 \

11 | 1 L1t 111
=270 1 | | I

o1 T 10 - wlog) 0
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Frekventne metode analize SAU

Primer 6. funkcija prenosa

. 10 (1+jo
() [(4) ) *1}
Konstruisati asimptotske logaritamske karakteristike amplitude i faze.
ReSenje.
. . . ® 2 CO
[W(jo)] 4, = 2010910 + 20log|1+je] - 20l0g |(w)?| - 20l0g ‘ 1- (Z) *(JZ)))

w

4
2

Q)
1'(4)
Na slici 6.1 se nalaze asimptotske logaritamske karakteristike amplitude svakog elementa
ponaosob. Na slici 6.2 se nalazi asimptotska logaritamska karakteristika amplitude celog
sistema, dobijena superpozicijom karakteristika sa slike 6.1. Na slici 6.3 se nalaze
asimptotske logaritamske karakteristike faze svakog elementa ponaosob. Na slici 6.4 se
nalazi asimptotska logaritamska karakteristika faze celog sistema, dobijena
superpozicijom karakteristika sa slike 6.3.

Arg{W(jo)} = arctg(o) - 2-90° - arctg
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